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Lernbereiche eA

Lernbereich: Von der Anderung zum Bestand — Integralrechnung eA

Intentionen

Bei der Behandlung von Sachproblemen aus Kontexten wie Zu- und Ablauf sowie Geschwindigkeit
und Weg werden eine Grundvorstellung vom Integralbegriff entwickelt und die Erfahrungen mit
Grenzprozessen erweitert.

Das Integral wird als aus Anderungsraten und Anfangsbestand (re-)konstruierter Bestand gedeutet,
der Uber die Addition von Produkten u. a. zum Flacheninhalt fihrt. Anhand der grafischen Darstellung
von Anderung und Bestand werden die Zusammenhange entdeckt und erklart. Das Integral kann als
Bestand und unter bestimmten Bedingungen als Flacheninhalt interpretiert werden.

Die funktionale Beschreibung von Integralen fiihrt zur Integralfunktion, die als Bestandsfunktion und
unter bestimmten Bedingungen als Flacheninhaltsfunktion interpretiert werden kann. Der Bezug zur
Differentialrechnung wird durch den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung formuliert.

Die Berechnung von Integralen wird anhand ganzrationaler Funktionen entwickelt und mithilfe des
eingefuhrten digitalen Mathematikwerkzeugs auf weitere Funktionen ausgedehnt.

Stammfunktionen werden mithilfe der bekannten Ableitungsregeln Gberprift und in einfachen Fallen
entwickelt.

Die gewonnenen Kenntnisse und Fahigkeiten erweitern die Mdglichkeiten, Sachprobleme zu I6sen.
Dabei ermdglicht das digitale Mathematikwerkzeug auch die Betrachtung komplexerer Funktionen.

Das Verstandnis des Integralbegriffs wird durch die Herleitung der Volumenformel eines Rotations-
kérpers und die Bestimmung uneigentlicher Integrale erweitert.

Kern

e Bestimmtes Integral

Bestande aus Anderungsraten und Anfangsbestand (re-)konstruieren

das Integral als Grenzwert von Produktsummen beschreiben

den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung geometrisch-anschaulich begriinden
bestimmte Integrale berechnen

bestimmte Integrale auch im Sachzusammenhang deuten, insbesondere als (re-)konstruierter
Bestand

= Inhalte von Flachen, die durch Funktionsgraphen begrenzt sind, bestimmen

e Integral- und Stammfunktion
= Integralfunktionen auch als Bestands- oder Flacheninhaltsfunktion interpretieren
= Integral- und Stammfunktion unterscheiden

= Stammfunktionen zu Funktionen f mit f(x)=x"; neZ\{-1;0}, f(x)=€*, f(x)=sin(x) und
f(x) = cos(x) angeben

= die In-Funktion als eine Stammfunktion der Funktion f mit f(x) = 1 ;x>0 verwenden
X

= Stammfunktionen mit der Kettenregel bei linearer innerer Funktion, sowie mit Summen- und
Faktorregel entwickeln
=  Stammfunktionen mithilfe der Ableitungsregeln tberprifen

e Vertiefungen
= Volumenformel fir Kérper, die durch Rotation eines Graphen um die x-Achse entstehen,
herleiten und anwenden
= uneigentliche Integrale als Grenzwerte sowohl von Besténden als auch von Flacheninhalten
interpretieren und bestimmen

Fakultative Erweiterungen:
Mantelflachen; Bogenlange; Rotation um die y-Achse; Mittelwerte; Schwerpunkte

Inhaltsbezogene Kompetenzbereiche:
Algorithmus und Zahl; Messen; Funktionaler Zusammenhang

Online-Material: Von der Anderung zum Bestand — Integralrechnung (eA)
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Lernbereich: Wachstumsmodelle — Exponentialfunktion eA

Intentionen

Ausgehend von Beispielen zu exponentiellen und begrenzten Zu- und Abnahmeprozessen werden
die bereits bekannten Wachstumsmodelle um das des logistischen Wachstums erganzt. Die
verschiedenen Wachstumsmodelle werden verglichen und im Sachzusammenhang interpretiert. Zur
Angleichung an Daten werden Parameter durch Einsetzen konkreter Werte bestimmt.

Bei der Beschreibung von Wachstumsprozessen mithilfe der Wachstumsgeschwindigkeit wird die
Ableitung von Exponentialfunktionen thematisiert.

Die Exponentialfunktion zur Basis e wird durch die Eigenschaft beschrieben, dass sie mit ihrer
Ableitungsfunktion identisch ist, was auch durch die Differentialgleichung f'=f beschrieben wird. Die
Verkettung mit ganzrationalen Funktionen wird definiert und die Kettenregel als neue Ableitungsregel
eingefuhrt. Die Verknupfung der e-Funktion mit ganzrationalen Funktionen wird eingefthrt und,
ebenso wie die Verkettung, an ausgewahlten Beispielen hinsichtlich charakteristischer Merkmale
untersucht und so zur Lésung inner- und auRermathematischer Probleme genutzt. Dabei wird auch
die Produktregel eingefuhrt.

Zum Losen einfacher Exponentialgleichungen zur Basis e wird der In als Umkehroperation verwendet
und die In-Funktion wird als Stammfunktion fur f mit f(x) = 1 angegeben.
X

Bei der Bearbeitung von Problemen mit verketteten und mit verknipften Funktionen missen auch
Verfahren zum Ldsen entsprechender Gleichungen und Gleichungssysteme thematisiert werden.

Das asymptotische Verhalten der Graphen von Exponentialfunktionen wird als eine besondere
Eigenschaft beschrieben. Dabei werden die Vorstellungen von Grenzprozessen vertieft.

Bei der exponentiellen, begrenzten und logistischen Modellierung von Wachstumsvorgangen werden
die Zusammenhange zwischen Anderungsrate und Bestand durch Differentialgleichungen
beschrieben, die auch zur Klassifizierung nach Wachstumsarten verwendet werden kdnnen.
Funktionen werden durch Einsetzen in die Differentialgleichung auf ihre Eignung als Lésungsfunktion
Uberpruft.

Kern

e Untersuchung von Wachstumsprozessen
= begrenztes und logistisches Wachstum beschreiben, auch als Verkettung und Verknipfung
von Funktionen
= verschiedene Wachstumsmodelle vergleichen
= asymptotisches Verhalten im Sachzusammenhang beschreiben
= Modelle mithilfe zugehdriger Differentialgleichungen beschreiben und mégliche Lésungs-
funktionen Uberprifen

e e-Funktion
= die Basis e durch (€*) =e* charakterisieren

die Ableitungsfunktion der Funktion f mit f(x) = e* und der Exponentialfunktionen g mit

g(x) =a* verwenden

= Verkettung und Verknipfung mit ganzrationalen Funktionen auch zur Modellierung in
Sachsituationen beschreiben und untersuchen

= asymptotisches Verhalten bei additiver Verknupfung linearer Funktionen mit e-Funktionen

beschreiben

Exponentialgleichungen l6sen

Produkt- und Kettenregel anwenden

Scharparameter, auch zur Angleichung an Daten, ermitteln

Lésungsfunktionen von Differentialgleichungen durch Einsetzen Gberprifen

Fakultative Erweiterungen:
Quotientenregel
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Inhaltsbezogene Kompetenzbereiche:

Algorithmus und Zahl; Funktionaler Zusammenhang

Online-Material:
Wachstumsmodelle — Exponentialfunktion (eA)
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Lernbereich: Raumanschauung und Koordinatisierung eA

Intentionen

Ausgehend von Fragen der Orientierung im Raum werden der Nutzen und die Bedeutung des
dreidimensionalen kartesischen Koordinatensystems erkannt. Dabei wird an die Erfahrungen aus
dem Sekundarbereich | angekniipft. Die Auseinandersetzung mit zeichnerischen Darstellungen von
Korpern férdert in besonderem MalRe das geometrische Vorstellungsvermdgen. Die Nutzung von
Realmodellen und Geometriesoftware unterstiitzt diesen Prozess.

Die Koordinatisierung und die Methoden der Analytischen Geometrie ermdglichen eine Beschreibung
und Untersuchung geometrischer Objekte in der Ebene und insbesondere im Raum.

Die Projektion vom Raum in die Ebene wird mit Matrizen beschrieben.

Unterschiedliche Darstellungsformen von Geraden- und Ebenengleichungen ermdglichen eine
flexible Untersuchung von Lagebeziehungen. Deshalb ist unter Umstanden der Wechsel zwischen
Darstellungsformen notwendig.

Das Skalarprodukt und seine geometrische Deutung ermdglichen metrische Berechnungen.

Kern

¢ Raumanschauung und Koordinatisierung
= Punkte und Vektoren in Ebene und Raum durch Tupel beschreiben
= die bildliche Darstellung und Koordinatisierung zur Beschreibung von Punkten, Strecken,
ebenen Flachen und einfachen Koérpern nutzen
= Addition, Subtraktion und skalare Multiplikation von Vektoren anwenden und geometrisch
veranschaulichen
= Kollinearitat zweier Vektoren Uberprifen

= die Projektion vom Raum in die Ebene mit Matrizen etwa der Form (E ; ?) beschreiben

und Punktkoordinaten fur Schragbilder berechnen

e Darstellungsformen
= Geraden- und Ebenengleichungen in Parameterform verwenden
= Ebenengleichungen in Normalen- und Koordinatenform verwenden
= zwischen den Darstellungsformen wechseln

e Malde und Lagen

Abstande zwischen Punkten, Geraden und Ebenen bestimmen

Skalarprodukt geometrisch als Ergebnis einer Projektion deuten und verwenden

Orthogonalitat zweier Vektoren Gberprifen

WinkelgréRen bestimmen

Lagebeziehungen von Geraden, Geraden und Ebenen sowie von Ebenen untersuchen und

Schnittprobleme |6sen

= den GauR-Algorithmus zur Lésung linearer Gleichungssysteme erldutern und in geeigneten
Fallen anwenden

Fakultative Erweiterungen:
Vektoren in nichtgeometrischen Kontexten; weitere Abbildungsmatrizen; Kreis- und Kugelgleichung

Inhaltsbezogene Kompetenzbereiche:
Algorithmus und Zahl; Messen; Raum und Form

Online-Material:

Raumanschauung und Koordinatisierung (eA); Alternativer Zugang zur Raumanschauung und
Koordinatisierung (gA und eA)
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Lernbereich: Kurvenanpassung und Funktionsscharen eA

Intentionen

Zu vorgegebenen Datenpunkten und/oder vorgegebenen Eigenschaften in Sachkontexten werden
Bedingungen an eine Modellfunktion formuliert. Passend zu diesen Bedingungen werden ein
geeigneter Funktionstyp ausgewahlt und Funktionsgleichungen bestimmt. Umgekehrt werden anhand
gegebener Funktionsterme neuer Vertreter bekannter Funktionstypen die bekannten Eigenschaften
zur Beschreibung verwendet.

Durch Regression gewonnene Funktionen werden zum Vergleich herangezogen.

Bei Modellierungen mit abschnittsweise definierten Funktionen sind darliber hinaus an den
Ubergéngen Eigenschaften wie Stetigkeit und Differenzierbarkeit als Bedingungen zu nutzen und im
Sachkontext zu interpretieren. Die Zugange zu Stetigkeit und Differenzierbarkeit werden
anschauungsgeleitet gefunden.

Von einem Parameter abhangige ganzrationale Funktionen oder Funktionen, die durch Verknipfung
und Verkettung von ganzrationalen mit e-Funktionen entstehen, werden jeweils zu einer Funktionen-
schar zusammengefasst. Die Funktionen solcher Scharen werden hinsichtlich ihnrer Gemeinsamkeiten
und Unterschiede klassifiziert.

Fragestellungen in diesem Lernbereich fliihren haufig auf lineare Gleichungssysteme. Dies bietet die
Médglichkeit der Vernetzung mit dem Lernbereich ,Raumanschauung und Koordinatisierung®.

Kern

e Kurvenanpassung
= Funktionen nach globalen Eigenschaften wie Symmetrie, Verhalten fir | x |- o,

asymptotisches Verhalten bzw. Periodizitat klassifizieren

= bei der Anpassung an Daten neben globalen Eigenschaften weitere charakteristische
Merkmale von Funktionen zur Ermittlung eines geeigneten Funktionsterms nutzen

= vorgegebene lokale Eigenschaften des Graphen einer Funktion in Bedingungen an deren
Funktionsterm Ubersetzen und diesen ermitteln

= Stetigkeit und Differenzierbarkeit zur Synthese und Analyse abschnittsweise definierter
Funktionen nutzen

e Funktionenscharen
= Gemeinsamkeiten und Unterschiede bei Scharen ganzrationaler Funktionen und bei Scharen,
die durch Verknupfungen und Verkettungen der e-Funktion mit ganzrationalen Funktionen
entstehen, in Abhangigkeit vom Scharparameter benennen und begriinden
= Variationen des Scharparameters zur Anpassung an vorgegebene Eigenschaften durchfiihren

Fakultative Erweiterungen:
Splines, Bestimmung von Ortskurven

Inhaltsbezogene Kompetenzbereiche:
Algorithmus und Zahl; Funktionaler Zusammenhang

Online-Material:
Kurvenanpassung und Funktionsscharen (eA)
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Lernbereich: Daten und Zufall eA

Intentionen

Ausgehend von Erfahrungen mit Zufallsexperimenten werden die Kenntnisse zur Wahrscheinlich-
keitsrechnung erweitert.

Beim Umgang mit den Eintrdgen in Vierfeldertafeln und Baumdiagrammen wird der Begriff der
bedingten Wahrscheinlichkeit eingefiihrt. Hierbei wird insbesondere zwischen bedingendem und
bedingtem Ereignis unterschieden. Der Vergleich zwischen dem Ziehen ohne Zuriicklegen und dem
Ziehen mit Zurucklegen fordert das Verstandnis fur die stochastische Unabhangigkeit.

Haufigkeitsverteilungen vorliegender Daten lassen sich durch Wahrscheinlichkeitsverteilungen
modellieren, etwa um — durch Simulation und durch Rechnung — Prognosen zu gewinnen. Dabei wird
die zugehdrige Zufallsgrofle angegeben. Die bekannten KenngréRen fir empirisch gewonnene
Haufigkeitsverteilungen werden aufgegriffen, auf das jeweilige theoretische Modell der Wahrschein-
lichkeitsverteilung Gbertragen und fihren zum Erwartungswert und zur Standardabweichung.

Es werden diskrete von stetigen Zufallsgrofien abgegrenzt.

Exemplarisch fir Wahrscheinlichkeitsverteilungen werden die Binomial- und Normalverteilung und
deren grafische Darstellungen fir verschiedene Parameter erkundet. Die Normalverteilung wird als
ein Beispiel fir eine stetige Verteilung und in geeigneten Fallen als Approximation der Binomial-
verteilung verwendet. Mithilfe von Simulationen werden stochastische Situationen betrachtet, die
naherungsweise auf die Binomial- bzw. die Normalverteilung fihren.

Prognose- und Konfidenzintervalle lassen sich durch Variation der Parameter ermitteln und mithilfe
der Normalverteilung auch berechnen. Sie stellen Naherungen fur die entsprechenden Intervalle der
Binomialverteilung dar. Simulationen fordern das Verstandnis hinsichtlich Unsicherheit und Genauig-
keit der Konfidenzintervalle.

Kern

e Bedingte Wahrscheinlichkeit und stochastische Unabhangigkeit
= Eintrdge in Baumdiagrammen und Vierfeldertafeln nutzen, um den Begriff der bedingten
Wahrscheinlichkeit zu erarbeiten und dabei zwischen bedingendem und bedingtem Ereignis
unterscheiden
= Zusammenhang zwischen Unabhangigkeit und bedingten Wahrscheinlichkeiten herstellen
= Kausale und stochastische Unabhangigkeit voneinander abgrenzen

e Erwartungswert und Standardabweichung diskreter ZufallsgréRen
= Zusammenhang zwischen KenngréRen der Haufigkeitsverteilung und Kenngréf3en der
Wahrscheinlichkeitsverteilung herstellen
= Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung berechnen und interpretieren
= faire Spiele mithilfe des Erwartungswerts kennzeichnen

e Binomialverteilung
= Eignung des Modells beurteilen
» Beziehung zwischen Haufigkeitsverteilungen und Binomialverteilungen erlautern
= Simulationen zur Untersuchung stochastischer Situationen verwenden
= ZufallsgréRe sowie Parameter n und p der Binomialverteilung im Sachkontext angeben

= die Bedeutung der Faktoren im Term (:j : pk (1 —p)”‘k erlautern

= Wahrscheinlichkeiten fiir binomialverteilte Zufallsgrofien berechnen

= die Kenngrofien Erwartungswert und Standardabweichung berechnen

= die grafischen Darstellungen von Binomialverteilungen im Hinblick auf Parameter und
Kenngrofien deuten

= Prognoseintervalle grafisch oder tabellarisch ermitteln und interpretieren

= beurteilen, ob ein vorgegebener Anteil der Grundgesamtheit bzw. ein vorgegebener Wert des
Parameters p mit einer gegebenen Stichprobe vertraglich ist

= die Binomialverteilung als ndherungsweises Modell fir weitere stochastische Situationen
verwenden

¢ Normalverteilung
= Diskrete und stetige ZufallsgréRen unterscheiden
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Notwendigkeit von Histogrammen erlautern
Parameter der Normalverteilung erlautern und in Sachkontexten nutzen

e Binomial- und Normalverteilung

Angemessenheit der Approximation der Binomialverteilung durch die Normalverteilung
beurteilen

Prognoseintervalle auch mithilfe von o-Umgebungen fiir Anteile berechnen und interpretieren
Konfidenzintervalle flir den Parameter p der Binomialverteilung ermitteln und interpretieren

die Intervallgrenzen von Konfidenzintervallen als zuféllige Gréf3en erldutern

die Sicherheitswahrscheinlichkeit als relative Haufigkeit deuten, mit der die Konfidenzintervalle
bei Verwendung der Normalverteilung den wahren Wert Gberdecken

exemplarisch stochastische Situationen simulieren, die zu anndhernd normalverteilten
Zufallsgrofien fihren, um Naherungslésungen in komplexeren Situationen zu erhalten

Fakultative Erweiterungen:
andere Verteilungen

Inhaltsbezogene Kompetenzbereiche:
Messen; funktionaler Zusammenhang; Daten und Zufall

Online-Material:
Daten und Zufall (eA)
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